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Questo quadrante, costruito nel 1608 da Tobias Volkmer, matematico e orafo

dei duchi di Baviera, poteva essere usato in astronomia, in topografia e per scopi
militari. La fitta quadrettatura serve per il calcolo dei seni e dei coseni. L'arco graduato
& prowvisto di nonio. La bussola in basso a sinistra, amovibile, segnala la differenza

fra nord geografico e nord magnetico. Anche il retro del quadrante & finemente inciso
e presenta diverse funzioni.
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UNITA A1 - ANGOLI E FUNZIONI GONIOMETRICHE

1. Definizioni di angolo

H Angolo

La geometria definisce angolo ciascuna delle parti del piano in cui esso ¢
diviso da due semirette uscenti da uno stesso punto O; il punto O si dice
vertice dell’angolo e le due semirette (OA e OB) si dicono lati.

Un angolo si indica abitualmente con la notazione letterale AO B, oppure con
una lettera minuscola dell’alfabeto greco: a, B, v, 6 ecc., ma anche con le lettere
minuscole x, y quando ¢ incognito.

B Angolo orientato

Per eliminare l'intrinseca ambiguita della precedente definizione ¢ necessario
estendere il concetto di angolo, assumendo una delle due semirette che lo genera-
no (per esempio OA) come origine e¢ definendo il senso di rotazione orario come
senso positivo per le rotazioni.

Un angolo di vertice O e semiretta origine OA = a si dice orientato positi-
vamente (>FGURA 1) quando questa deve ruotare in senso orario intorno a
O per sovrapporsi al lato OB = b (lato estremo). Si dice orientato negativa-
mente se la stessa rotazione avviene in senso antiorario.

Nel nostro contesto si fa riferimento in genere ad angoli positivi, dunque legati
alla rotazione oraria della semiretta origine.

L’angolo orientato positivo di lati OA e OB in »FIGURA 1 viene indicato con la
notazione AO B (le prime due lettere indicano sempre il lato origine); mentre
quello di »FIGURA 2 (sempre positivo) viene indicato con la notazione BOA (dun-
que le notazioni AOB e BO A indicano angoli orientati diversi).

Gli angoli orientati poi, possono essere maggiori dell’angolo giro; infatti, se
immaginiamo che il lato origine OA dell’angolo AO B vada a sovrapporsi al lato
estremo OB dopo aver descritto uno o pin angoli giri completi, si ottiene un an-
golo con ampiezza maggiore dell’angolo giro.

FIGURA 1 Rotazione in senso orario della
semiretta OA intorno al punto O per definire
I'angolo @ = AOB positivo.

FIGURA 2 Rotazione in senso orario della
semiretta OB per definire B = BOA.

(FAQ
Che cosa sono gli angoli
orientati?

Sono le porzioni di piano de-
scritte dalla semiretta origine
durante la rotazione, in senso
orario, per andarsi a sovrappor-
re all'altra semiretta dell’angolo.

(FAQ

Che vantaggi offrono
gli angoli orientati?
Essi eliminano I'ambiguita con-
nessa alla definizione geome-
trica di angolo (parte concava o
parte convessa del piano defi-
nite dalle due semirette). Inol-
tre hanno senso sia gli angoli
negativi che quelli di ampiezza
maggiore dell'angolo giro.
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MODULO A« LO STUDIO DELLE FIGURE PIANE

FIGURA 3 La misura di a in radianti
& data dal rapporto fra la lunghezza
dell'arco sotteso e il raggio della
circonferenza di centro O.

Iyl
Che cos’e il radiante?

E l'unitd per la misura delle
ampiezze degli angoli usata nel
contesto  teorico-matematico.
E definito dal rapporto tra lo
sviluppo dell'arco di cerchio
compreso tra le due semirette
e il raggio arbitrario dello stes-
so cerchio il cui centro coincide
con lintersezione delle stesse
semirette.

2. Misura degli angoli

H Il radiante

Gli angoli sono grandezze misurabili, il che impone I’adozione di una unita di mi-
sura. Nelle valutazioni teoriche tale unita di misura ¢ il radiante.

Il radiante ¢ definito come 1’angolo al centro in un cerchio di raggio arbitra-
rio R che sottende un arco il cui sviluppo / € uguale allo stesso raggio R (per
rad=1¢/=R).

Dunque, per ottenere I’'ampiezza in radianti di un generico angolo a = AO B oc-
corre far riferimento a un cerchio con centro in O e raggio arbitrario R = OA =
= OB, all’arco [ intercettato sul cerchio dalle due semirette OA e OB, ed esegui-
re il seguente rapporto (»FGURA 3):

[
O[rad:_ 1
- 1)

Naturalmente per / = R si ha o™ = 1. Da semplici valutazioni sulla precedente
definizione si ha:

. 2R J
angolo giro: — =21 = 6"9,28318...
R
. TR J
angolo piatto:  — = 1 = 3" 14159...
R
TR =« ad
angolo retto: — = —=1"957079...
2R 2

B | sistemi di misura operativi

Il radiante come unita di misura degli angoli ¢ conveniente in tutte le considera-
zioni di carattere teorico, mentre la stessa unita di misura ¢ poco efficace in tutte
le elaborazioni di carattere pratico-applicativo. In tale ambito ¢ necessario defini-
re altre unita di misura degli angoli che danno luogo a sistemi di misura angolari

TABELLA 1 Sistemi di misura angolare

Sistema sessagesimale

Sistema decimale

Sistema centesimale

S  Grado sessagesimale, indicato con Grado sessagesimale, indicato con Grado centesimale, indicato con (°),
5 I'apice (°), & 1/90 dell'angolo retto. I'apice (°), & 1/90 dell'angolo retto. (8) o (gon), & 1/100 dell'angolo retto.
= Il primo sessagesimale, indicato con = Decimi, centesimi, millesimi, ecc. di Decimi, centesimi, millesimi, ecc. di
& ("), &1/60 del grado. grado sessagesimale. grado centesimale.

S |l secondo indicato con (), € 1/60 Quindi un angolo espresso in questo Talvolta (raramente) si parla di primi
§ del primo (quindi 1/3600 del grado).  sistema di misura si comporta come (7) centesimali [prima coppia di cifre
%' un normale numero decimale. decimali] e secondi (°) centesimali
2 [seconda coppia cifre decimali].

E un sistema di misura adatto ai cal- E un sistema conveniente nel calcolo Come il sistema decimale & adatto al
= coli mnemonici, pertanto veniva pre- con mezzi meccanici, come le attuali calcolo meccanico, nel rispetto delle
% ferito soprattutto in passato. In esso calcolatrici tascabili. Le operazioni regole della numerazione decimale. E
E- non valgono le regole dell'aritmetica = aritmetiche vengono eseguite con le = quasi universalmente adottato in To-
= decimale, ma regole analoghe a quel- familiari regole della numerazione de- pografia, per la sua grande praticita

le del sistema orario. cimale. operativa.
|.'|"; 142°17'26” 142°,2905 1584276 [158°42°767]
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UNITA A1 - ANGOLI E FUNZIONI GONIOMETRICHE

(sessagesimale, decimale e, in particolare, centesimale) alternativi a quello prima
definito (sisterma analitico). Nella »TaBELLA 1 sono definite le unita di misura e de-
scritte le caratteristiche dei tre sistemi di misura angolare utilizzati nei contesti
pratico-operativi.

B Conversione tra sistemi di misura angolari

Qualunque sia il sistema di misura adottato, I’'ampiezza degli angoli rimane inva-
riata, il che significa che il rapporto tra la misura di un angolo, in un qualunque
sistema, e ’angolo piatto, espresso nello stesso sistema, deve restare invariata. Si
puo, quindi, scrivere:

0(rad a° OLrad at

@ o

a a

T 180° T _200° 200¢  180°

Utilizzando di volta in volta una di queste tre relazioni ¢ possibile convertire
I’ampiezza di un angolo, espressa in un dato sistema di misura, a quella espressa
in uno qualunque degli altri sistemi. Le operazioni da eseguire per queste conver-
sioni tra sistemi di misura angolare (che peraltro sono automatizzate in tutte le
calcolatrici scientifiche) sono sintetizzate nelle »TABELLE 2, 3, 4.

TABELLA 2 Conversioni di un angolo espresso in gradi sessagesimali (o°)

Gradi decimali Gradi centesimali Radianti
ay . . Dopo la conversione in decimali: Dopo la conversione in decimali:
E gradi + primi secondi
5 60 3600 w200 o 10 wd = oo "
= 180 9 180
5 a® =48°17'26" a® =48°17'26" = 48°,2905 a® =48°17'26" = 48°,2905
& e 17, 26 . 2505 10 i age T ged
g o= 48° + — + =48°2905 af=48°2905 — = 536561 ¢ = 48°,2905 —— = 07,8428
60 3600 9 180
TABELLA 3 Conversioni di un angolo espresso in gradi centesimali ()
Gradi decimali Gradi sessagesimali Radianti
g Dopo la conversione in decimali:
g 180 9 . PR n
£ C=qf—— =af — gradi + [(decimali gradi) - 60]" + ad = gf
= 200 10 + [(decimali primi) - 60]” 200
‘& o =714568 a“ = 7194568 = 64°,3111 a¢ = 714568
- 9 . a°=64°"+0°3111-60+64°18,666= T
“"" a® =71 ,4568 E = 64 ,3]]] —64°18" + 0’,666 - 60=64°18"40" a =171 ,4568 E =1 ,]224

TABELLA 4 Conversioni di un angolo espresso in radianti (")

Gradi decimali Gradi sessagesimali Gradi centesimali
= Dopo la conversione in decimali:
g . . 180 . L , 4 200
£ a® =a?d —— gradi + [(decimali gradi) - 60]" + af=a?? —
o % + [(decimali primi) - 60]” ®
= arad = ]rad’524 arad _ ]rad’524 _ 870,3]87 OLrad — ]rad1524
§ . .. 180 ) a°=87°+0°3187-60=87°19/122= 200
“"" a’ =1 ,5247 =87 ,3]87 =87°19’ +0','|22,60=87°'|9’07” a“ =1 ,524 T = 97 ,0208
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MODULO A« LO STUDIO DELLE FIGURE PIANE

[FAQ
A che cosa serve
il coefficiente 206 265?

Serve a trasformare |'ampiezza
di un angolo espressa in ra-
dianti nel corrispondente valo-
re espresso in secondi sessage-
simali, e viceversa.

[
Che cos’e il cerchio
goniometrico?

E un cerchio convenzionale di
raggio unitario (R = 1) e con
centro coincidente con l'origine
di un sistema cartesiano. Viene
utilizzato per semplificare le
definizioni delle funzioni gonio-
metriche.

Quando si considerano angoli molto piccoli, puo essere conveniente convertire il
valore in radianti di tali angoli direttamente in secondi sessagesimali e centesima-
li. In effetti si ha:

”

180 - 60 - 60 - @™ ;
= = 206265 + o™

T

_ 200100 - 100 - a™

a = 636620 - @™

T

3. Funzioni goniometriche seno e coseno
H Il cerchio goniometrico

Un cerchio si dice goniometrico quando il suo centro O ¢ I’origine di un si-
stema di assi cartesiani OXY e il suo raggio R viene assunto uguale all’unita
di misura dei segmenti (si dice percio che il suo raggio € unitario: R = 1).
Inoltre, per convenzione, indicato con A il punto di intersezione del cerchio
con l’asse delle ordinate, il lato OA viene assunto quale lato origine degli
angoli orientati a di vertice O (»>FIGURA 4).

Il riferimento al cerchio goniometrico, pur non indispensabile, permette di sem-
plificare la definizione delle funzioni goniometriche e di valutarne rapidamente
le caratteristiche.

Consideriamo un generico punto B sul cerchio goniometrico generato dal lato
estremo OB dell’angolo al centro a = AO B; possiamo osservare che la posizio-
ne del punto B sul cerchio dipende solamente dall’ampiezza dello stesso angolo
a. Se ora proiettiamo B sull’asse delle ordinate (»FGURA 5), si viene a formare il
triangolo rettangolo OBC di ipotenusa OB = R =1, e come effetto di quanto
affermato prima, anche i cateti BC e OC di questo triangolo dipendono sola-
mente dall’angolo a (mentre 'ipotenusa rimane sempre R = 1).

Dato poi che le lunghezze di tali cateti rappresentano pure le coordinate car-
tesiane di B, ne consegue che anche I’ascissa X; e 'ordinata Y, del punto B sono
funzioni dell’angolo a, cio¢ a ogni valore di a corrisponde un determinato valore
sia per I’ascissa X sia per I’ordinata Y, del punto B.

300°

~ |200°

kY
400° |A
C sen a B
Xs
3
5"
o v Y,
+ P < " 100s
X 300° o X X
200°

FIGURA 4 Cerchio goniometrico e angolo orientato a.

FIGURA 5 Un punto sul cerchio goniometrico ha per coordinate
i valori delle funzioni seno e coseno.
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UNITA A1 - ANGOLI E FUNZIONI GONIOMETRICHE

Hm Definizioni di seno e coseno 'FAQ

Fatta questa premessa, ¢ possibile definire le seguenti funzioni della variabile ' Quali sono le unita

dell’angolo a: ¢ di misura delle funzioni
¢ goniometriche?

e viene definito seno dell’angolo «, e viene indicato con la notazione

. . . Nessuna: in realtd ciascuna
sen a, il rapporto tra il cateto BC (opposto all’angolo a) e I'ipotenusa

funzione goniometrica & defini-

OB = R del triangolo rettangolo OBC; ta dal rapporto fra le lunghezze
e viene definito coseno dell’angolo a, e viene indicato con la notazione ¢ di due segmenti, pertanto & un
cos a, il rapporto tra il cateto OC (adiacente all’angolo a) e I'ipotenusa i numero adimensionale.

OB = R del triangolo rettangolo OBC:

sena = —— cosa = —— (2)

Dal punto di vista dimensionale ¢ possibile osservare come tali funzioni siano nu-
meri puri, perché definiti dal rapporto di due grandezze della stessa specie. Con-

siderando poi che nel cerchio goniometrico OB = R = 1, le precedenti definizio-
ni (2) diventano:

sena=BC =X, cosa=0C =Y, 3)

Come si vede la semplificazione nell'impiego del cerchio goniometrico consiste
nel fatto che in tale ambito i valeri delle funzioni seno e coseno sono di fatto
coincidenti, rispettivamente, con le lunghezze dei segmenti BC ¢ OC (o dalle
coordinate cartesiane di X e Y}); tale semplificazione ¢ evidenziata in »FIGURAS5.
Tuttavia occorre sempre ricordare che nella realta le funzioni seno e coseno

non sono segmenti, ma rimangono sempre rapporti di segmenti (rapporti che : @
nell’ambito .de.l 'cer'chio gzoniometric':o presentano i denominatgri uguali gll’uni‘Fa) © Valori di seno e coseno
e che le definizioni (2) rimangono inalterate anche al di fuori del cerchio gonio- | 30°, 45° e 60°
metrico. Pertanto, anche se il valore di una funzione goniometrica di un angolo |
viene definito nell’ambito semplificato del cerchio goniometrico, esso assume co-
munque significato assoluto .

B Variazioni e periodicita delle funzioni seno e coseno

Facendo riferimento al cerchio goniometrico (»FGURA 6) in corrispondenza degli
angoli che definiscono i quattro quadranti, ¢ facile stabilire i valori delle funzioni
seno e coseno (che sono 0,1 o —1) in corrispondenza degli angoli @ = 0% a = 90°
(100%; a = 180° (200°); a = 270° (300°). Inoltre sarebbe facile dimostrare che in
corrispondenza degli angoli a = 30° (33%,3); a = 45° (50°); a = 60° (66°,6); le fun- FIGURA 6 Angoli particolari per
zioni seno e coseno assumono valori facili e utili da ricordare a memoria che, in- la determinazione dei valori
sieme ai precedenti, sono sintetizzati nella »TABELLA 5. i delle funzioni seno e coseno.
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MODULO A« LO STUDIO DELLE FIGURE PIANE

[FAQ
I valori delle funzioni seno
e coseno di uno stesso

angolo hanno sempre valori
diversi?

No, a 45° (ma anche per altri
valori) le funzioni seno e cose-
no presentano lo stesso valore.

(FAQ
Cosa significa affermare

che le funzioni goniometriche
sono periodiche?

Significa che dopo un determi-
nato intervallo (360° per seno
e coseno, 180° per tangente
e cotangente) riproducono gli
stessi valori.

TABELLA 5 Valori delle funzioni seno e coseno per alcuni angoli notevoli

a= 0° 30° 45° 60° 90°  180°  270°  360°
sen a 0 l Q ﬁ 1 0 —1 0
P 2 )
cos a 1 () V2 U 0 -1 0 1
2 2 0

Piu in generale, al variare dell’angolo a, le funzioni seno e coseno assumono va-
lori reali sempre e comunque appartenenti all’intervallo da —1 a 1, valori estremi
compresi. Questa rilevante situazione puo essere sintetizzata dalle seguenti nota-
zioni:

-1 <sena =1 -1 <cosa=1
Crescendo I’angolo a oltre I’angolo giro, a > 400° (a > 360° o @ > 2m), i valori
della funzione seno e della funzione coseno si ripetono periodicamente.

Possiamo allora affermare che seno e coseno sono funzioni periodiche con
periodo di 400°. Cio significa che tali funzioni dopo un angolo giro tornano
ad assumere gli stessi valori (per esempio sen 485 = sen 85°).

Piti in generale (con n intero) possiamo scrivere:

sen(a +n400°) =sena  cos(a + n 400°) = cos a

4. Funzioni goniometriche tangente
e cotangente

Con riferimento alla »FGURA 7, ¢ possibile definire le ulteriori seguenti funzioni
dell’angolo a:

e viene definita tangente dell’angolo «, € indicata con la notazione tg a, il
rapporto (quando esiste) tra il cateto BC (opposto all’angolo ) e il ca-
teto OC (adiacente all’angolo a) del triangolo rettangolo OBC;

e viene definita cotangente dell’angolo a, e indicata con la notazione
cotg a, il rapporto (quando esiste) tra il cateto OC (adiacente all’angolo
a) e il cateto BC (opposto all’angolo @) del triangolo retto OBC:

BC ocC
tga=— cotga =—— 4)
ocC BC

Anche i valori di queste funzioni sono numeri puri. Inoltre, cosi come per le fun-
zioni seno e coseno, anche le funzioni tangente e cotangente posseggono un si-
gnificato semplificato nell’ambito del cerchio goniometrico, in cui i valori di que-
ste funzioni coincidono con le lunghezze di determinati segmenti. In effetti, con-
siderando la »FIGURA 7 e tracciando la tangente geometrica al cerchio goniome-
trico nel punto A, rimane definito il punto 7 intersezione tra la stessa tangente e
il prolungamento del lato estremo OB dell’angolo a. La lunghezza del segmen-
to AT (oppure ’ascissa X, di T) coincide con il valore della funzione tangente
dell’angolo a.
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UNITA A1 - ANGOLI E FUNZIONI GONIOMETRICHE

ocAY ocAY s
400° |A tga T 400° | A
X7 t S
sen a & sena B B
Cf ; Vs| &
3 i 3 ! IS}
w & N ] o B ! o
gl ¥ Ve S| e 1Y
! - ! H -
300° (0] Xg B [100° X 300° o Xz B [100° X
200° 200°

FIGURA 7 Definizione della funzione trigonometrica tangente.

Analogamente, tracciando la tangente geometrica al cerchio goniometrico
nel punto H (»FGURA 8), la lunghezza del segmento HS (oppure I'ordinata Y di
S) coincide con il valore della funzione cotangente dell’angolo . In definitiva,
nell’ambito del cerchio goniometrico, le precedenti definizioni (4) diventano:

tga= AT =X, cotga= HS =Y (5)

Osservando poi le (2) e le (4) sono evidenti le seguenti relazioni:

sen a cosa 1
cotga = cotga = —— (6)
sena tga

tga =
cosa

H Esistenza delle funzioni tangente e cotangente

Mentre le funzioni seno e coseno esistono sempre (cio¢ forniscono sempre un
numero reale per qualsiasi angolo a (dunque sono funzioni continue), cid non ¢
vero per le funzioni tangente ¢ cotangente; esse, infatti, non esistono per partico-
lari angoli che annullano i denominatori delle (4).

Se ci limitiamo a considerare angoli minori dell’angolo giro la funzione tan-
gente non esiste a 100° e 300°, mentre la funzione cotangente non esiste a 0° e
200°. Questi valori angolari rappresentano punti di discontinuita per le due fun-
zioni (che pertanto sono dette discontinue).

Tuttavia un po’ prima o un po’ dopo questi valori (»FGURE 9 e 10), le fun-
zioni tangente e cotangente assumono valori molto grandi con segno positi-
vo (+ o0, pin infinito) oppure negativo (— © meno infinito). Cio giustifica le
notazioni convenzionali del tipo:

tg 100°= + co  cotg 200°= F oo

al posto delle notazioni formalmente corrette: tg 100° = non esiste; cotg 200° =
non esiste.

B Variazioni e periodicita delle funzioni tangente e cotangente

Dal comportamento delle funzioni tangente e cotangente in corrispondenza degli
angoli che separano i quattro quadranti esaminati al punto precedente, e ricor-
dando le relazioni (6), possiamo costruire la »TABELLA 6 in cui sono raccolti i valori
delle due funzioni in corrispondenza degli angoli gia considerati nel caso delle
funzioni seno e coseno.

FIGURA 8 Definizione della funzione trigonometrica cotangente.

(FAQ]

Per quale ragione
le calcolatrici non possiedono
un tasto dedicato al calcolo
del valore della funzione
cotangente?

Perché la cotangente di un an-
golo puo essere ottenuta utiliz-
zando il valore della tangente
dello stesso angolo, facendone
poi il reciproco.

(FAQ]

1 valori delle funzioni
tangente e cotangente
di un angolo sono sempre
ottenibili come lunghezza
di un segmento?

No, le due funzioni sono rap-
presentate dalla lunghezza di
un segmento solo nell'ambito
del cerchio goniometrico.
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MODULO A« LO STUDIO DELLE FIGURE PIANE

FIGURA 9 Variazione della
funzione tangente.

FIGURA 10 Variazione della
funzione cotangente.

cotlga

300°

X

=
o
o

°

TABELLA 6 Valori delle funzioni tangente e cotangente per alcuni angoli notevoli

a= 0° 30° 45° 60° 90° 180°  270°  360°
1
tg a 0 5 1 V3 + oo 0 + oo 0
FAQ| teo | /3 - + +
cotg a T o 5 1 /3 0 + 0 +

La funzione tangente
esiste per qualsiasi angolo?

Osservando le »FIGURE 9 e 10, e considerando le relazioni (6), possiamo renderci

No, in corrispondenza di certi . . o > )
conto dei segni che le funzioni tangente e cotangente assumono nei vari quadran-

valori angolari (es. 90°) la fun-

zione tangente non esiste. Un i ti. Inoltre, si pud affermare che le funzioni tangente e cotangente assumono, al
po’ prima o un po’ dopo questi : variare dell’angolo a, tutti i valori reali compresi nell'intervallo — oo, + co. Tale
valori la tangente assume valori  : situazione puo essere sintetizzata dalle seguenti notazioni:
assoluti molto grandi con se-
gno positivo o negativo. —o0 <tga < 00 — o0 < cotga < + 0
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Da quanto esposto, si pud osservare che anche le funzioni tangente e cotan- | 'FAQ|

. . . . . . : U
gente sono periodiche, ma con periodo di 200° (angolo piatto). In effetti quan-
do I’angolo a cresce da 200° a 400¢, la tangente e la cotangente assumono, nel- Esiste un quadrante
lo stesso ordine, gli stessi valori che presentano quando I'angolo a varia da 0°a : in cui tutte le funzioni
200°. Possiamo allora affermare, per fare un esempio, che tg244° = tg 44°, 0 che ; SO0 positive?
cotg 356° = cotg 156°. Pil1 in generale (con n intero) possiamo scrivere: . Si, il primo (0°-90°).

tg(a +n - 200° =tga cotg(a + n + 200°) = cotg a
5. Valori delle funzioni goniometriche T

in cui tutte le funzioni

. . . . .. . . . . . sono negative?
Fin qui sono stati considerati i valori delle funzioni goniometriche per angoli par-

ticolari (0°,30°,45°,90°, 180° ecc.). Tuttavia nella pratica & necessario determina-
re i valori delle funzioni goniometriche riferite non solo ad angoli particolari, ma
anche ad angoli qualunque (per esempio sen 73°,42; tg 45,326).

Oggi il calcolo di tali valori viene effettuato con le macchine calcolatrici ta-
scabili di tipo scientifico. Le modalita di impiego di tali calcolatrici tascabili, nel
calcolo dei valori delle funzioni goniometriche, dipendono dalle caratteristiche
che queste presentano e che variano da una casa costruttrice all’altra. Lasciamo
percido come esercizio al lettore il compito di verificare, sul libretto di istruzio-
ni della propria calcolatrice, le sequenze da attivare per ottenere i valori delle
funzioni cercate. Una volta acquisito I'uso della calcolatrice tascabile, sara pos-
sibile, per esempio, calcolare i valori delle funzioni goniometriche per gli angoli
compresi tra 0° e 360°, intervallandoli con un passo di 10° in 10°, e costruire la
»TABELLA 7.

No, in nessun quadrante si ve-
rifica la simultanea negativita di
tutte le funzioni goniometriche.

TABELLA 7 Valori delle funzioni goniometriche per angoli con passo di 10

o= 0° 10° 20° 30° 340° 350° 360°
sen a 0 0,17365 0,34202 0,5 —0,34202 -0,17365 0
cos a 1 0,98481 0,93969 0,86602 +0,93969 +0,98481 1
tga 0 0,17633 0,36397 0,57735 —0,36397 -0,17633 0
cotg a - 5,67128 2,74748 1,73205 —2,74748 —5,67128 -

6. Grafici delle funzioni goniometriche

Tutte le funzioni goniometriche posseggono una caratteristica rappresentazione
grafica che si estende infinitamente a sinistra e a destra. Tuttavia, essendo queste
funzioni periodiche, le caratteristiche di tali grafici possono essere valutate com-
piutamente nell’ambito del primo angolo giro, dunque limitando 1’analisi nell’in-
tervallo compreso tra 0° e 360°.

H Funzioni seno e coseno

Per costruire i grafici delle funzioni y = sen a e y = cos @, occorre scegliere una
scala convenzionale di rappresentazione degli angoli (per esempio S mm = 10°),
poi riportare sull’asse delle ascisse i valori degli angoli compresi tra 0° e 360° e
sull’asse delle ordinate i corrispondenti valori del seno e del coseno (ad esempio
usando quelli contenuti nella »TABELLA 7), fissando preventivamente anche in que-
sto caso una opportuna scala convenzionale di rappresentazione (per esempio
4cm =1).

I grafici che si ottengono sono chiamati rispettivamente sinusoide ¢ cosinu-
soide; le »FGURE 11 e 12 riportano tali curve nel tratto di asse delle ascisse in

Copyright © 2012 Zanichelli editore S.p.A., Bologna [5927] 10
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FIGURA 11 Porzione del
diagramma della funzione y = sen a
per a compreso tra 0° e 360°.

FIGURA 12 Porzione del
diagramma della funzione y = cos a
per a compreso tra 0° e 360°.

(FAQ|

L’estensione, sull’asse
delle ascisse, delle
rappresentazioni grafiche
di seno e coseno sono
limitate solo a certi intervalli?

No, le due rappresentazio-
ni sono illimitate sia a destra
dell'asse y (angoli positivi) sia a
sinistra (angoli negativi).

Ay=sena
+1 |7 A
AN 3n/2 on
v 90° 1 v \180° 270° 360°
0° 100° 200° i 400°
w/2 |
1 periodo 2w
Ay=cosa

2n
360 ~ @

400°

periodo 21

cui gli angoli sono compresi tra 0° e 360° (0° e 400°), cio¢ nell’ambito del primo
angolo giro.

B Funzioni tangente e cotangente

Analogamente possiamo costruire grafici delle funzioni y = tg a e y = cotg a. Tali
grafici sono chiamati rispettivamente tangentoide ¢ cotangentoide; le »FIGURE 13
e 14 riportano tali curve nel tratto di asse delle ascisse in cui gli angoli sono com-
presi tra 0° e 400° (0° e 360°). Osserviamo che le parallele all’asse Y tracciate per
a = 100° e a = 300, rappresentano asintoti per la funzione tangente; analogamen-
te I’asse Y e la parallela all’asse Y tracciata per a = 200¢, rappresentano asintoti
per la funzione cotangente.

7. Relazioni tra le funzioni goniometriche
di uno stesso angolo

Tra le funzioni goniometriche di uno stesso angolo o esistono relazioni indipenden-
ti; due di queste sono la prima e la terza delle (6), che per comodita riproponiamo:

sena 1
cotga = —— (7)
tga

tga =
cosa

Oltre a queste due relazioni indipendenti, & possibile ricavarne una terza (tra
seno e coseno di uno stesso angolo) applicando il teorema di Pitagora al triango-

11
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A A
y=tga y =cotg o
+ 00 + 00 *EY + 00
i 100° é 300° o .
A WY AT €U ~ N[ 100° L 300° o
o o P! o Lol o N Wil >
R | 400 0" |50 | RES L || 400"
1 1 - 1 1
=C9 -0
— 00 + 00
periodo periodo =
FIGURA 13 Porzione del diagramma della funzione y = tg FIGURA 14 Porzione del diagramma della funzione y = cotg «
per a compreso tra 0 e 400°. per a compreso tra 0¢ e 400
lo retto OBC (»FGURA 15) nell’ambito del cerchio goniometrico (ricordando che o
OB = R =1 ¢ l'ipotenusa di tale triangolo). Considerando poi che in tale conte- :
sto le misure dei segmenti CB ¢ OC rappresentano rispettivamente il seno e il : Esiste una relazione
coseno dell’angolo «a, potremo scrivere quella che € nota come relazione fonda- : che lega seno e coseno
mentale della goniometria: dello stesso angolo?
:Si, & la relazione detta fonda-
i mentale per la quale la somma
sen’a + cos’a =1 8) peria g

dei quadrati del seno e del co-
seno di uno stesso angolo so-

no sempre uguali all'unita.
o AY
400° |A
o} sen a B
X
sly, °°
3 Dy
o 4
Y 1 100°
300° o Xz X
© FIGURA 15 Applicando il teorema
200° ¢ di Pitagora al triangolo retto OBC
i siottiene la relazione fondamentale
della goniometria.
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(FAQ]
Cosa sono le relazioni
dipendenti della goniometria?

Sono relazioni ricavate dalle
tre relazioni indipendenti, nelle
quali ciascuna funzione gonio-
metrica viene espressa in fun-
zione delle altre.

®

Funzioni goniometriche
di uno stesso angolo

(FAQ
Cosa sono gli angoli
associati?

Sono angoli diversi, ma che pre-
sentano i valori assoluti delle
funzioni goniometriche uguali.
Per esempio due angoli supple-
mentari sono anche associati.

TABELLA 8 Relazioni tra funzioni goniometriche di uno stesso angolo

(sen Q) (cos ) (tg @) (cotg @)
tga 1
sen a sen a +41 - cos?a

+4/1 +1tg%a +4/1 + cotg?a
1 cotga

+4/1 +tg%a +/ 1+ cotg?a

sena +4/1 - cos?a 1
tga tga
+4/1—sen?a cosa cotga
+4/1—sen?a cosa 1

cotg a - cotg a

£ /1—cosa tga

cos a ++/1—sen’a cos a

In essa, alle notazioni convenzionali sen® a e cos® @, deve essere attribuito il signi-
ficato seguente, pill corretto sotto Iaspetto formale: (sena)’ e (cosa)?. L'espres-
sione (8) puo essere cosi enunciata:

la somma dei quadrati dei valori del seno e del coseno di uno stesso angolo
¢ uguale a 1.

Naturalmente la relazione (8), anche se ricavata nell’ambito del cerchio go-
niometrico, ha validita generale per qualunque angolo a (per esempio:
sen?76°,5 + cos® 76°,5 = 1).

Le tre relazioni (7) e (8) sono, come si ¢ detto, tra loro indipendenti, e da esse
possono essere derivate ulteriori relazioni tra le funzioni goniometriche di uno
stesso angolo a. La »TABELLA 8 raccoglie tali relazioni in cui in ogni riga ciascuna
funzione goniometrica viene messa in relazione a una sola delle restanti. L’am-
biguita relativa al doppio segno * che compare in alcune formule, viene risolto
valutando il quadrante di appartenenza dell’angolo a.

8. Relazioni tra le funzioni goniometriche
di angoli associati

Si chiamano angoli associati all’angolo o quegli angoli (diversi da a) per i
quali le funzioni goniometriche, in valore assoluto, sono uguali a quelle
dell’angolo a.

Il segno del valore della funzione viene poi definito valutando il quadrante di ap-
partenenza degli angoli associati.

Questa proprieta degli angoli associati consente di utilizzare un angolo acuto
(I quadrante) per ottenere il valore assoluto di ciascuna funzione goniometrica
relativa a un angolo appartenente a qualunque quadrante, in genere maggiore
dell’angolo retto (per esempio per ottenere i valori delle funzioni dell’angolo
143, ¢ possibile utilizzare I’angolo acuto 57°).

Questa operazione ¢ nota come riduzione al I quadrante (punto successivo)
ed era indispensabile in passato per ottenere i valori delle funzioni goniometri-
che con le tavole logaritmiche (esse, infatti, contenevano solo i valori relativi agli
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TABELLA 9 Caratteristiche degli angoli associati

= Angoli a nel | quadrante m Angoli supplementari a nel Il quadrante
anticomplementari (100° + a) nel Il quadrante (200° — ) nel | quadrante

A
Y

sen (200° — o)

sen (100° + a) = cos a

cos (100° + ) = — sen a
tg (100° + a) = — cotg @

cotg (100 + @) = —tga

sen a = sen (200° — a)
cos a = — cos (200° — a)
tg o = — tg (200° — a)
cotga = — cotg (200° — )

Esempio: sen 134¢ = sen(100° + 34°) = cos 34¢ Esempio: tg 168° = — tg(200° — 168°) = — tg 32°¢
u Angoli a nel Il quadrante  ® Angoli a nel | quadrante
antisupplementari (1) (o — 2009 nel | quadrante antisupplementari (2) (o +200°) nel Ill quadrante

A A
sen (o — 200°)

sen a = — sen (a — 200

cos a = — cos (o — 2009
tg a = tg (o — 200°)

cotg a = cotg (¢ — 200°)

sen (a + 2009 = — sena

cos (a + 2009 = — cos a
tg (o + 200°) =tg a

cotg (a + 200°) = cotg a

Esempio: cos 272 = — cos(272° — 200°) = — cos 72° Esempio: sen 251¢ = — sen(200° + 51°) = — sen 51°¢
u Angoli esplementari a nel IV quadrante  ® Angoli opposti a quadrante qualunque
(400° — ) nel I quadrante —a quadrante qualunque
“Y
sen (400° — )
A B
~ sen a = — sen (400° — ) sen (—a) = — sen a
\ 400°— o cos a = cos (400° — a) cos (—a) = cos a
J x> tga=—tg (400° - @) tg(—a) =—tga
“ cotga = — cotg (400° — a) cotg (—a) = — cotg a
Esempio: tg 337¢ = — tg(400° — 337°) = — tg 63° Esempio: cos (—28)° = cos 28°
angoli acuti). Oggi, per tale compito, I'uso delle calcolatrici scientifiche ha reso
non indispensabile tale proprieta, che tuttavia ¢ necessaria in altri contesti.
Gli angoli acuti a e (100° — a) di un triangolo retto sono complementari, ma posso-
no essere anche considerati associati in virtu delle relazioni (16) e (21) che saranno
proposte nel prossimo paragrafo 10. Nella »TABELLA 9 sono sintetizzate le caratteri-
stiche degli angoli associati in cui uno di questi ¢ maggiore dell’angolo retto.
Copyright © 2012 Zanichelli editore S.p.A., Bologna [5927] 14
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[FAQ
Le macchine calcolatrici

fanno ricorso alla tecnica
di riduzione al I quadrante?

No, tale tecnica era indispensa-
bile con l'uso delle vecchie ta-
vole nelle quali erano presenti
solo gli angoli acuti (nel I qua-
drante, appunto).

FIGURA 16 La funzione y = sen x
assume un determinato valore,

ad esempio 0,5, in corrispondenza
di infiniti valori dell'angolo x.

B Riduzione al primo quadrante

Considerando le proprieta degli angoli associati viste in precedenza, dato un an-
golo a con qualsiasi valore, ¢ sempre possibile:

trovare un angolo compreso tra 0° e 100° (dunque acuto e positivo), le cui
funzioni goniometriche sono uguali, in valore assoluto, a quelle dell’angolo
a dato. La ricerca di tale angolo acuto prende il nome di riduzione al primo
quadrante.

Ad esempio:

e volendo il valore di cos 227°, possiamo ricorrere alle proprieta dei due angoli
associati antisupplementari: 227° e (227° — 180°):

cos 227° = — cos (227° — 180°) = — cos 47°

quindi 47° & ’angolo ridotto al primo quadrante di 227°;
e analogamente volendo il valore di tg 354°, facendo riferimento agli angoli as-
sociati esplementari, si ha:

tg 354° = — tg (400° — 354°) = — tg 46°
quindi 46° ¢ I’angolo ridotto al primo quadrante di 354°.

Qualora I’angolo a fosse maggiore dell’angolo giro (tenendo conto della periodi-
cita delle funzioni goniometriche), prima di considerare gli angoli associati occor-
re togliere un numero intero di angoli giri. Per esempio:

sen 846° = sen (846° — 2 - 360°) = sen 126° = sen (180° — 126°) = sen 54°

9. Funzioni inverse

B Definizione del problema connesso alle funzioni inverse

Esaminando le funzioni goniometriche abbiamo visto che a ogni angolo a corri-
sponde (quando esiste) sempre un solo valore per ciascuna delle funzioni gonio-
metriche analizzate.

Al contrario, vi sono infiniti valori dell’angolo a (di cui solo due nel primo
angolo giro) corrispondenti a un assegnato valore r di una qualunque fun-
zione goniometrica.

Tale situazione viene ben evidenziata nella »FIGURA 16, nella quale ¢ rappresen-
tata graficamente la funzione seno. Se immaginiamo di assegnare alla funzione
seno il valore esemplificativo di 0,5, vediamo subito dalla figura che a questo va-

200° 400° /f x

/—366°,66 —233°,33 33°33  166°66 43333

soluzioni comprese tra 0° e 400°
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lore della funzione corrispondono infiniti valori dell’angolo a tutti quelli indi- 'FAQ

viduati dalla intersezione della sinusoide di equazione y =sena con la retta di

equazione y = 0,5. Assegnato un numero reale
Nella risoluzione delle figure piane capita spesso di dover risolvere il proble- : €ompreso tra —1 e 1, quanti

angoli presentano il valore
della funzione seno uguale
a questo numero?

ma definito inverso, cio¢ quello di determinare tutti gli angoli che presentano un
assegnato valore di una funzione goniometrica.

Premettendo che vengono chiamate equazioni trigonometriche quelle ugua-
glianze che contengono funzioni goniometriche con angoli incogniti, il problema
prima enunciato consiste nel risolvere equazioni elementari del tipo:

Infiniti.

senx =r con -1=r=1
Cosx =5 con -1=s5s=1 9)
tgx=v con —00 =y =< 400

Per risolvere le equazioni (9) ¢ necessario definire le funzioni inverse di
seno, coseno e tangente. Esse consentono di ottenere il primo dei valori
dell’angolo a (che essendo incognito viene indicato con x,), corrispondente
a un dato valore r, s, v della funzione considerata, dal quale sara poi possi-
bile determinare tutti gli infiniti altri valori, o solo il secondo valore x, se ci
si limita al primo angolo giro (ambito nel quale si sviluppano le nostre pro-
blematiche), con valutazioni connesse alle proprieta delle funzioni.

Per ottenere questo primo valore x, dell’angolo a, ¢ necessario limitare la defi-
nizione di queste nuove funzioni in intervalli angolari ben precisi e propri per
ciascuna funzione.

H La funzione inversa arcoseno

Consideriamo I’equazione sen x = r; essa presenta infinite le soluzioni x;, x,, X3, X,
ecc. (con x, e x, nel primo angolo giro). Per ottenere il primo valore x, consideria-
mo solo gli angoli x compresi nell’intervallo:

—100° = x = 100°

Nell’ambito di questo intervallo, a un assegnato valore di r (con —1 < r < 1), re-
sta associato un solo valore di x, che pertanto ¢ funzione univoca di r. Tale funzio-
ne ¢ nota come funzione inversa del seno e viene chiamata arcoseno; essa viene
scritta con la seguente notazione:

x = arcsen (r)

che significa, appunto, «x ¢ I’angolo il cui seno ¢ r» (nell’intervallo —100 +100°). 11

valore viene fornito dalla calcolatrice e, come detto, deve essere interpretato come

primo valore x, (| x;| =< 100°) delle soluzioni dell’equazione sen x = r. Il secondo

valore x, viene poi determinato ricordando che la funzione seno presenta lo stesso

valore per due angoli supplementari; allora, essendo x; (in valore assoluto) nel I 'FAQ|

quadrante, x, apparterra al II quadrante e sara fornito dall’ovvia relazione: )
In quale intervallo

. i angolare la funzione inversa
Xy =200° — x, i arcoseno viene definita?
i Nellintervallo -100° < x < 100°
nel quale, per un valore r
(compreso tra -1 e 1), ad essa

Le altre soluzioni x5, x,, x5 ecc. (ma in generale a noi non servono), possono esse-
re ricavate da x, e x, tenendo conto della periodicita della funzione seno.

Consideriamo, per esempio, la seguente equazione elementare: corrisponde un solo valore an-
i golare x.
senx =0,5 8
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(FAQ

Assegnato un numero
reale compresotra—1e1,
la funzione inversa
arcocoseno fornisce sempre
un valore angolare compreso
tra 0° e 180°; perché?

Perché in questo intervallo esi-
ste un solo angolo il cui cose-
no presenta un valore uguale
al numero assegnato. In questo
intervallo, ciog, la funzione ar-
cocoseno ¢ biunivoca.

La calcolatrice per arcsen (0,5) fornisce il valore 3333 che costituisce il primo
valore delle soluzioni dell’equazione (pertanto x, = 3333); per ottenere la se-
conda soluzione x, basta calcolare I’angolo supplementare di 33%33. Dunque, le
prime due soluzioni dell’equazione precedente (appartenenti al primo angolo
giro) sono:

x; =3333 e x,=200°- 3333 = 16666

H La funzione inversa arcocoseno

Con modalita perfettamente analoghe, se conveniamo di assumere per x,
nell’equazione cos x = s, solo gli angoli compresi nell’intervallo:

0° =< x = 200°

L’equazione presenta una sola soluzione, e anche in questo caso x ¢ una funzione
univoca di s. Questa ¢ la funzione inversa del coseno e viene chiamata arcocose-
no, espressa dalla notazione:

x = arccos (s)

Essa indica che x ¢ I’angolo il cui coseno ¢ s (nell’intervallo 0% 200°). Anche in
questo caso tale valore viene fornito dalla calcolatrice e costituisce il primo valore
X, (x; = 200°) delle soluzioni dell’equazione cos x = s. Il secondo valore x, si trova
ricordando che la funzione coseno presenta lo stesso valore per due angoli esple-
mentari; allora, essendo x; < 200° x, sara = 200° e verra fornito dalla relazione:

— Cc __
X, = 400° — x,

Consideriamo, per esempio, la seguente equazione elementare:
cosx=—04

La calcolatrice per arccos (—0,4) fornisce il valore 12619797 che costituisce il
primo valore delle soluzioni dell’equazione; per ottenere il secondo valore x, ba-
sta calcolare I’angolo esplementare di 126°,19797. Quindi, le prime due soluzioni
dell’equazione precedente (appartenenti al primo angolo giro) sono:

x, = 126519797 e  x, =400° — 12619797 = 27380203

H La funzione inversa arcotangente

Anche per ottenere le soluzioni x,, x,, x5, x, ecc. dell’equazione tg x = v, occorre
partire dal primo valore x; limitando i valori degli angoli x all’intervallo:

—100° = x < 100°
Esso ci assicura che a un assegnato valore di v resta associato un solo valore di

X, che pertanto ¢ funzione univoca di v; essa costituisce la funzione inversa della
tangente e viene chiamata arcotangente:

x = arctg (v)
Tale valore viene fornito dalla calcolatrice e costituisce il primo valore x, delle

soluzioni dell’equazione tg x = v. Il secondo valore x, viene poi determinato ri-
cordando il periodo della funzione tangente:

x, = 200° + x,

17
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Esaminiamo, per fissare le idee, la seguente equazione elementare:
tgx =0,3

Dalla calcolatrice per arctg (0,3) otteniamo il valore 18955471 (quindi
x, = 18%55471); la seconda soluzione x, si ottiene aggiungendo 200¢ a questo va-
lore. Dunque, le prime due soluzioni sono:

x, = 18555471 e x, =200° + 18°55471 = 21855471

H Caratteristiche in sintesi e notazioni convenzionali

Sintetizziamo le caratteristiche delle funzioni inverse nella »TABELLA 10.

TABELLA 10 Caratteristiche delle funzioni inverse

Funzione . Intervallo 22 soluzione delle
. Notazione A P -
inversa di definizione equazioni (9)
arcoseno dir [|r| = 1] x = arcsen(r)  —100° < x <100° X, = 200° — x
arcocoseno di s [|s| =< 1] Xx = arccos(s) 0° < x < 200° X, = 400° — x
arcotangente div [|v| < o] x = arctg(v) —100° < x < 100¢ X, = 200€ + x

N

Nelle calcolatrici tascabili si ¢ consolidata ’abitudine convenzionale (dovu-
ta al limitato spazio sui tasti e al loro numero limitato) di accedere alle funzioni
inverse preselezionando il tasto di seconda funzione (per esempio INV oppure
SHIFT) prima del tasto della funzione desiderata, o indicando la funzione inver-

sa con il suffisso esponenziale « '»:

arcsen — INV +sen oppure sen™!

arccos — INV + cos  oppure cos™

arctg —INV +tg oppure tg!

Tuttavia non si deve far confusione attribuendo alle precedenti notazioni
convenzionali significati algebrici che esse non hanno. Pertanto non si deve
mai confondere la funzione inversa con l'inverso della funzione, secondo
un’interpretazione erronea che le precedenti notazioni convenzionali po-
trebbero indurre e favorire. In definitiva occorre ricordare che la funzione
inversa arcoseno (indicata nelle calcolatrici come seno™!) assolutamente
non equivale a 1/seno.

10. Risoluzione dei triangoli rettangoli

Osserviamo che nelle definizioni delle funzioni goniometriche compare sempre
un triangolo rettangolo (o retto) in cui un angolo acuto corrisponde all’angolo a
(variabile indipendente delle funzioni). Cio permette di risolvere i triangoli retti
prendendo in considerazione le funzioni goniometriche.

La trigonometria insegna a risolvere i triangoli scaleni (senza particolari pro-
prieta), cio¢ permette di calcolare gli elementi incogniti quando si conoscono tre
elementi del triangolo, tra i quali deve essere sempre compreso almeno un lato (o
un altro elemento lineare).

[FAQ

Le notazioni usate
nelle calcolatrici tascabili per
indicare le funzioni inverse
sono formalmente corrette?

No, sono inoltre fuorvianti in
quanto inducono a considerare
erroneamente la funzione in-
versa come l'inverso del valore
assegnato. Cio e giustificato
solo dal poco spazio disponibile
sui tasti.
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FIGURA 17 Relazioni
trigonometriche per un triangolo
rettangolo ABC assumendo come
centro del cerchio adottato il vertice
A (a) o il vertice B (b).

Quale rapporto intercorre
tra gli angoli acuti
di un triangolo rettangolo?

Sono complementari, quindi la
loro somma & 90°.

e Ay
/D—y a S /—
100 c b |
b . 100°
C=
o a §] c=R
A / X B / X
a) b)

Nel caso di un triangolo rettangolo un elemento ¢ sempre noto; questo ¢
I’angolo retto. Quindi, per risolvere un triangolo rettangolo basta assegnare
due elementi, tra i quali almeno un lato (o, comunque, un elemento lineare).

Inoltre, indicando con a e B gli angoli acuti del triangolo retto, questi sono com-
plementari quindi legati dalla relazione: a + = 100, da cui segue:

a=100°-B B =100°—-a

Poiché, come si ¢ detto, le definizioni delle funzioni goniometriche di un ango-
lo orientato non dipendono dal raggio del cerchio adottato ma solo dall’angolo
stesso, possiamo allora assumere I'ipotenusa ¢ = AB come raggio di tale cerchio,
adottando come centro il vertice A e facendo coincidere il segmento b = AC con
I’asse Y delle ordinate (»FIGURA 17q).

H Utilizzo delle funzioni seno e coseno

Pensiamo poi di adottare le convenzioni letterali in essa rappresentate (c = AB
ipotenusa; a = BC e b = AC cateti; a angolo di vertice A; p angolo di vertice B), e
di riformulare in tale ambito le definizioni (2) di seno e coseno, dunque limitan-
dole ai soli angoli acuti:

a
sena =— coSQ = — (10)
¢ ¢

Dalle relazioni (10) si ricavano immediatamente le seguenti:

a=c-sena b=c-cosa (11)
a b

Cc =

sena cosa

(12)

Possiamo poi rifare la solita costruzione grafica, assumendo sempre I'ipotenusa
¢ = BA come raggio del cerchio, ma adottando, questa volta, come centro il ver-
tice B (anziché A) e facendo coincidere il segmento a = BC (anziché AC) con
l’asse Y delle ordinate (»FGURA 17b). Riformulando le definizioni si ha:

b
senfp =— cosP = 4 (13)
c ¢
b=c-senp a=c-cosf (14)
b a
c= c= (15)
sen f3 cosf

19
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Dal confronto delle relazioni (11) e (14) e ricordando che (B = 100° — a), si vede
che nei triangoli rettangoli si ha:

sen a = cos B = cos(100° — a) (16)
cos ¢ = sen B = sen(100° — a)

m Utilizzo delle funzioni tangente e cotangente

Allo stesso modo possiamo rivedere le definizioni delle funzioni tangente e co-
tangente dell’angolo a, riferendole allo schema di »FIGURA 17a (limitatamente agli
angoli acuti):

a b
tga =— cotga = — (17)
b a
a
a=b-tga b=a-cotga=— (18)
tga

Ripetiamo la solita costruzione grafica, assumendo I'ipotenusa ¢ = BA come rag-
gio del cerchio, ma come centro il vertice B (anziché A) e facendo coincidere il
segmento a = BC (anziché AC) con I’asse Y delle ordinate (»FIGURA 17b). Rifor-
mulando le definizioni delle funzioni tangente e cotangente dell’angolo p (limita-
tamente agli angoli acuti):

b
tgf=— cotgf = k (19)
a b
b=a-tgh a=b-coth=L (20)
tgp

Osservando le relazioni (18) e (20), si rileva che nei triangoli rettangoli si ha:

tg a = cotg p = cotg(100° — a)

(21)
cotg a = tg p = tg(100° — a)

B Enunciati relativi alla risoluzione dei triangoli retti

Le relazioni precedenti permettono di proporre i seguenti enunciati che consen-
tono la risoluzione dei triangoli retti quando sono incogniti elementi lineari:

In ogni triangolo rettangolo, la misura di un cateto ¢ uguale al prodotto
dell’ipotenusa per il seno dell’angolo opposto a quel cateto, oppure ¢ ugua-
le al prodotto dell’ipotenusa per il coseno dell’angolo adiacente a quel ca-
teto.

In ogni triangolo rettangolo, la misura dell’ipotenusa ¢ uguale al rapporto
tra un cateto e il seno dell’angolo opposto a questo cateto; oppure & uguale
al rapporto tra un cateto e il coseno dell’angolo a esso adiacente.

In ogni triangolo rettangolo, la misura di un cateto ¢ uguale al prodotto
dell’altro cateto per la tangente dell’angolo opposto al primo cateto, oppure
¢ uguale al prodotto dell’altro cateto per la cotangente dell’angolo adiacen-
te al primo cateto.

La »1ABELLA 11 sintetizza le modalita risolutive dei triangoli rettangoli nei casi
fondamentali determinati dai dati noti di partenza.

(FAQ

E possibile definire
le funzioni trigonometriche
nell’'ambito di un triangolo
rettangolo?
Si, per gli angoli acuti. Per
esempio la funzione seno di
un angolo acuto di un triangolo
rettangolo viene definita dal
rapporto tra il cateto opposto
all'angolo e lipotenusa dello
stesso triangolo.

x

Esiste una relazione
tra le funzioni seno e coseno
degli angoli acuti
di un triangolo retto?
Si, il seno del primo angolo acu-
to ha lo stesso valore del cose-
no del secondo.
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TABELLA 11 Schemi risolutivi dei triangoli rettangoli

Caso Schema geometrico Elementi noti 12 soluzione 22 soluzione
B Ipotenusa ¢ B =100°—a f =100°—«a
1 Angolo a a=c-sena a=c-cosp
a b=c-cosa b=c-senf
Ac
Cateto a B =100°— « B =100° — «a
2 Angolo a b=a- cotga b=a-tgh
a a
©= c=
sena cosf3
a a
Ipotenusa ¢ a = arcsen — 8 = arccos —
B Cateto a c 4
f =100°— « a = 100°— B
b=c:-cosa b=c-senf
a b
Cateto a o = arctg — B = arctg —
4 Cateto b b a
f =100°— « a = 100°— B
a a
c= =
sena cosf
APPLICAZIONE
Problema Determinare gli elementi incogniti di un triangolo rettangolo ABC, retto in C,
del quale si conosce la misura del cateto b = AC = 136,95 m e I'angolo o = 44°13"30".
Soluzione
o = 44°13'30” = 44°,225 (decimali)
B =90° — 44°225 = 45°775
136,95 136,95
c=————=191,109 m oppure: c=————=191,109 m
sen 45°,775 cos 44°,225
a = 191,109 sen 44°225 = 133,294 m oppure: a = 191,109 cos 45°,775 = 133,294 m
APPLICAZIONE
Problema Determinare gli elementi incogniti di un triangolo rettangolo ABC, retto in
C, del quale si conosce la misura del cateto a = CB = 75,68 m e I'angolo p = 395,15.
Soluzione
a = 100° — 39915 = 60,85
b = 75,68 tg 39515 = 53,455 m oppure: b = 75,68 cotg 60,85 = 53,455 m
75,68 53,455
c=————=92655m oppure: c=————=92655m
sen 60¢85 cos 60,85
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APPLICAZIONE

Problema Determinare gli elementiincogniti di un triangolo rettangolo ABC, retto in C, del
quale si conosce la misura del catetob = AC = 136,95 me l'ipotenusac=AB =191,11 m.

Soluzione

136,95
B = arcsen ———— = 50¢,8608

1

136,95
a = arccos ——— = 4951392

’

Per controllo: (50¢,8608 + 499,1392) = 100¢
a = 191,11 - sen 4951392 = 133,295 m

APPLICAZIONE

Problema Determinare gli elementi incogniti di un triangolo rettangolo ABC, retto

in C, del quale si conosce la misura del cateto a = CB = 45,58 m e del cateto
b=CA =2811m.

Soluzione

’

a . a o
tga = ; dacui: = arctg ; quindi: a = arctg = 648190

,
Nota. Nel caso dei triangoli rettangoli, non serve affatto ricercare le altre soluzioni che
soddisfano I'equazione precedente, in quanto questi altri valori sono incompatibili con
la geometria dei triangoli rettangoli. Quando risolveremo i triangoli qualunque, invece,
non sempre potremo sfruttare tale semplificazione.

b b 11
tgf=—  dacui B = arctg — quindi: B = arctg = 3551810
a a I
45,58 28,11
c=————=5355m oppure: c=———=5355m
sen 64,819 cos 64,819

11. Formule goniometriche

Le funzioni goniometriche variano al variare dell’angolo @, ma non variano
proporzionalmente a esso.

Cio significa che, se il valore di un angolo diventa doppio o triplo, non ¢ affat-
to vero che anche il valore delle corrispondenti funzioni goniometriche diventi
anch’esso doppio o triplo. Consideriamo, per esempio, gli angoli 30° e 60°, il se-
condo doppio del primo (60° = 2 - 30°). Riferendoci alla funzione seno, si vede

come i corrispondenti valori non risultano affatto uno il doppio dell’altro: 'FAQ|
sen30° =05 e sen60° =0,86602, percidsen2a # 2sen a Il coseno della somma
¢ di due angoli é uguale
Peraltro, ¢ anche molto semplice verificare che la funzione goniometrica della :  alla somma dei coseni
somma o della differenza di due angoli, non ¢ affatto uguale alla somma o alla di due angoli?
differenza delle funzioni goniometriche dei singoli angoli, cioé: " No, il valore del coseno della

somma di due angoli puo esse-
re ottenuto da apposite relazio-
ni dette formule di addizione
del coseno.

sen (a + B) Fsena +senP come anche tg (@ — B) + tga — tg p

Di seguito vedremo alcune formule in grado di esprimere le funzioni goniome-
triche di somme e differenze di angoli, prodotti di un angolo per uno scalare, uti-
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lizzando le funzioni goniometriche dei singoli angoli. Con I'uso delle calcolatrici,
attualmente esse conservano interesse solo in ambito teorico e didattico per di-
mostrare alcuni enunciati.

H Formule di addizione

sen (e + P) =sena - cos P+ cosa - sen P
cos (a+P)=cosa-cosP—sena-senf
te o+ te B
tga+f)=—> o (22)
1—tga-tgh
cotga - cotgf—1

cotg (a + B) =
cotg a + cotg P

H Formule di sottrazione

sen (¢ —P) =sena - cos B —cosa - sen f
cos(a—P)=cosa-cosP+sena-senfp
tg a —tg
tg(a—B)= —— S (23)
1+tga-tgh
cotg a - cotgB+1

cotg (@ — B) =
cotg P —cotg a

B Formule di duplicazione

sen2a =2 - sen a - cos

cos 2a = cos’ a — sen’ a

2-tga
tg2a= ——— (24)
1-tg’a
cotg’a—1
cotg 2a =
2 - cotga

(25)
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B Formule di prostaferesi (cona > B)
+B a-P
* COs

a
sena +sen 3 =2 - sen

2
a+p a—0B
sena —senf =2 - cos - sen
2
a-P
cosa + cos B =2 - cos - cos (26)
2
a+p a—B
cos @ —cos B =—2 - sen - sen
2 2

12. Proiezione di un segmento e pendenza
di una retta

Proponiamo ora due definizioni, utilizzando le precedenti funzioni goniometri-
che, che diverranno familiari allo studente durante I’intero corso.

H Proiezione di un segmento

La proiezione del segmento AB, appartenente alla retta r-r, sulla retta s-s
complanare con la prima, ¢ il segmento A’B’ (»FIGURA 18a), appartenente
alla retta s-s e in cui A’ e B’ sono i piedi delle perpendicolari alla retta stes-
sa passanti rispettivamente per A e B.

Per determinare il valore di tale proiezione, basta tracciare dal punto A una pa-
rallela AM alla retta s-s, indicando poi con a I’angolo che questa forma con la

a) = s
 FIGURA 18 In alto, proiezione
b) s s ¢ diun segmento AB su una retta.
¢ In basso, proiezione di una spezzata
ABCD su una retta.
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(FAQ
La pendenza di una retta
Puo essere negativa?

Si, se viene valutata nel senso
della discesa.

FIGURA 19 Pendenza di una retta.

retta r-r. Si viene a formare il triangolo rettangolo AMB retto in M; possiamo
allora scrivere:

A'B’ = AM = AB - cosa

Analogamente (»FIGURA 18b), per estensione di quanto detto sopra, la proiezione
A’B’C’D’ della spezzata ABCD sulla retta s-s ¢ data dalla seguente relazione:

A'D’ = AB -cosa+ BC -cosB+ CD - cosy

H Pendenza di una retta

Facendo riferimento alla »FGURA 19, consideriamo la retta r-r nello spazio; essa for-
ma un angolo a con il piano orizzontale 7. Possiamo formulare il seguente enunciato:

si definisce pendenza della retta r-r la tangente dell’angolo a che la retta
forma con il piano orizzontale.

Indicando con p tale entita, per definizione si ha:

p=tga

Se consideriamo un punto A sulla retta r-r, il punto A’ rappresenta la sua proie-
zione sul piano orizzontale 7; indicando poi con O il punto di intersezione tra la
retta e il piano, si viene a formare il triangolo rettangolo OAA’ (rettoin A”).

Esprimendo la definizione di tangente nell’ambito di tale triangolo, e utiliz-
zando le notazioni di »FIGURA 19, potremo riscrivere ’espressione precedente nel
seguente modo:

pP=-
d

La pendenza di una retta, essendo definita dalla tangente di un angolo, ¢ un
numero puro; questo viene assunto pesitivo quando si considera il verso in salita
della retta r-r, negativo quando si considera il verso in discesa.

Unaretta orizzontale ha pendenza nulla perché tg 0° = 0; una retta inclinata di 50°
rispetto all’orizzontale ha una pendenza p = 1,perché tg 50° = 1, mentre la pendenza
di una retta prossima alla verticale ¢ infinitamente grande, perché tg 100° = co.

Nella pratica vengono considerate rette poco inclinate rispetto all’orizzontale,
le cui pendenze risultano percio inferiori all’unita. Pertanto, nel linguaggio prati-
co, si usa esprimere la pendenza in «per cento», cosi che, per esempio, una pen-
denza p = 0,0558 diventa p = 5,58%.

piano orizzontale ©
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Riassumendo

MAPPA DI SINTESI DELL'UNITA

VALORI
E PROPRIETA

PROIEZIONE
DI UN SEGMENTO

A 4

v L
GRAFICI RELAZIONI
DELLE FUNZIONI TRA LE FUNZIONI
"]
TRIANGOLI » _ ANGOLI
RETTANGOLI N o ASSOCIATI
3 y
FUNZIONI _
INVERSE B
Angolo orientato: ¢ la parte di un piano individuata  conferenza,si ha:
dalla rotazione attorno al vertice di una semiretta, scelta l
come origine, necessaria per realizzare la sovrapposizione a®d = ;

di questa con la seconda semiretta.

e La rotazione viene convenzionalmente considerata
positiva quando ¢ oraria, negativa quando ¢ antioraria,
dando luogo rispettivamente ad ampiezze angolari po-
sitive e negative.

L’angolo orientato elimina 1’ambiguita connessa alla
definizione geometrica di angolo.

Radiante: ¢ I'unita di misura degli angoli in ambito ma-
tematico; esso ¢ definito come I’angolo al centro in una
circonferenza di raggio arbitrario che sottende un arco di
lunghezza uguale allo stesso raggio. In definitiva, indican-
do con / lo sviluppo dell’arco e con R il raggio della cir-

Relazione angolo-arco-radiante: dalla formula prece-
dente derivano le seguenti espressioni:

/

arad

R= I=R-a™

Sistemi di misura operativi: il radiante, come unita di
misura degli angoli, rimane circoscritto all’ambito ma-
tematico e teorico. Nella pratica, cio¢ quando gli angoli
vanno misurati concretamente, si definiscono altri sistemi
di misura pili convenienti e comodi nel contesto operati-
vo: sessagesimale, decimale, centesimale.

Angolo AOB positivo

Angolo AOB negativo

Misura di un angolo in radianti

Copyright © 2012 Zanichelli editore S.p.A., Bologna [5927]

26

Questo file & una estensione online del corso Cannarozzo, Cucchiarini, Meschieri, Misure, rilievo, progetto




MODULO A« LO STUDIO DELLE FIGURE PIANE

Conversione sessagesimale-decimale: entrambi i si-
stemi utilizzano come unita il grado sessagesimale, quindi
la conversione riguardera solo i sottomultipli.

® I’angolo sessagesimale 24°30"40” verra convertito nel
sistema decimale come segue:
300 407
24° + — + —— =24°5111
60 3600

Conversione sessagesimale-radianti: occorre prima
trasformare I’angolo sessagesimale nel sistema decimale,
quindi applicare la seguente proporzione per ottenere il
corrispondente valore in radianti:

ao arad T
=—— dacuisegue o™ =q°
180° T 180°
Conversione sessagesimale-centesimale: occorre

prima trasformare I’angolo sessagesimale nel sistema de-
cimale, quindi applicare la seguente proporzione per otte-
nere il corrispondente valore in gradi centesimali:
a’ af ) . 200°
= dacuisegue a‘=a’ -
180°  200¢ 180°

Conversione centesimale-radianti: occorre applicare
la seguente proporzione per ottenere il corrispondente
valore in radianti:

Olc C(rad ) d . T
=—— dacuisegue a®‘=a-

200° ™ 200°

Coefficienti di trasformazione: capita talvolta di dover
trasformare un angolo piccolo (inferiore al grado, cioe
all’'unita di misura) da radianti direttamente in secondi.

® Coefficiente per trasformare radianti in secondi sessage-
simali:

, 180 -3600”

a a™d = 206265 + o™

T

Cerchio goniometrico: ¢ un cerchio di raggio unitario
(R =1),avente il centro coincidente con ’origine di un si-

0° “Y
400° |A tg o iz
X, t
sen «
G
3
(% N
g e
300° o) X; B J100° X
200°

stema diriferimento cartesiano, il cui semiasse positivo del-
le ordinate viene assunto come lato origine per gli angoli.

® [l cerchio goniometrico non ¢ indispensabile nella de-
finizione delle funzioni goniometriche, tuttavia il suo
impiego semplifica in modo significativo la trattazione.

Seno e coseno di un angolo: le funzioni seno e coseno
dell’angolo ¢, indicate con sen a e cos @, sono definite dai
seguenti rapporti:
BC ocC
sena=—— cosa=——
OB OB
® Questi rapporti rimangono invariati per qualunque va-
lore del raggio R del cerchio adottato nella costruzio-
ne grafica.
® [ valori delle funzioni sen a e cos a sono dei numeri
puri, quindi senza dimensioni.
® Entrambe queste funzioni forniscono valori reali sem-
pre compresi tra —1 e 1.
® Nell’ambito del cerchio goniometrico si ottiene una im-
portante semplificazione perché, essendo OB = R =
1, risulta:

sena=BC cosa=0C
Tangente e cotangente di un angolo: le funzioni
tangente e cotangente dell’angolo «, indicate con tg a e
cotg a, sono definite dai rapporti (quando esistono):
BC ocC
tga=—— colga=—
ocC BC
® (Questi rapporti rimangono invariati per qualunque va-
lore del raggio R del cerchio adottato nella costruzio-
ne grafica.
e [ valori delle funzioni tg a e cotg a sono dei numeri
puri, quindi senza dimensioni.
e Entrambe queste funzioni forniscono valori reali sem-
pre compresi tra — 0 e + oo.

Le funzioni tangente e cotangente talvolta non esi-
stono: a differenza delle funzioni sen a e cos a, le funzio-
ni tg @ e cotg a non sempre sono definite; in effetti esse
presentano (nel primo angolo giro) i seguenti punti di in-
determinazione:

— pera=100°e a = 300° tg a non esiste;

— pera=0° a = 200°cotg a non esiste.

® Appena un po’ prima e un po’ dopo tali valori, le fun-
zioni tg a e cotg a sono invece regolarmente definite
e presentano valori molto grandi, positivi 0 negativi.
Convenzionalmente si suole indicare in modo sintetico
questa situazioni con le seguenti notazioni abituali, an-
che se non rigorose:

tg 100° = £ oo cotg 0°= £ oo

Variazione delle funzioni goniometriche: al variare
del punto B, quindi dell’angolo a, le funzioni goniome-
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triche cambiano il loro valore. In corrispondenza dei
quattro punti di intersezione tra cerchio e sistema car-
tesiano le funzioni goniometriche presentano i seguenti
valori:

a= 0° 100°¢ 200°¢ 300°¢ 400°¢
sen a 0 1 0 =1 0
cos a 1 0 =1 0 1
tg a 0 + oo 0 + oo 0
cotg a + 0 + o 0 + oo

Periodicita delle funzioni goniometriche: tutte le
funzioni goniometriche sono periodiche, cioe i loro valori
si ripetono a intervalli regolari detti periodi.

® Dopo un intero angolo giro le funzioni seno e coseno
si ripetono periodicamente ripresentando gli stessi va-
lori. Esse, pertanto, si dicono funzioni periodiche con
ciclo 400° o 2.

® Dopo un angolo piatto le funzioni tangente e cotan-
gente si ripetono periodicamente ripresentando gli
stessi valori. Esse, pertanto, si dicono funzioni periodi-
che con ciclo 200° o 7.

Valori notevoli delle funzioni goniometriche: i valori
delle funzioni goniometriche vengono generalmente cal-
colati con la calcolatrice. Tuttavia per alcuni angoli parti-
colari (30°,45° e 60°) esse assumono valori semplici e tali
da essere ricordati:

a= 30° a5° 60°
sen a 1/2 V2/2 V3/2
V3/2 V2/2 1/2
tg a 1/v3 1 /3
V3 1 1/¢3

Cos a

cotg a

Prime relazioni tra le funzioni goniometriche: os-
servando le definizioni delle funzioni goniometriche, si
possono formulare le seguenti importanti relazioni fonda-
mentali tra le stesse funzioni:

sen a
tga=
cos a
1
cotga = cotga =——
sen a tga

Le funzioni inverse: permettono di individuare ’'angolo
a cui compete un dato valore di una certa funzione gonio-
metrica. Tuttavia esiste un problema; in effetti, dato il va-
lore di una funzione goniometrica, esistono infiniti angoli

che per quella funzione corrispondono al valore assegna-
to (per esempio ci sono infiniti angoli il cui seno & 0,5).
Fortunatamente, dopo aver individuato il primo di questi
valori, & poi facile determinare tutti gli altri (o semplice-
mente 1’altro, se ci si limita al primo angolo giro). A que-
sto scopo sono definite le funzioni inverse in un intervallo
sufficientemente ristretto, e tale da rendere biunivoca la
corrispondenza tra angolo e funzione goniometrica. A se-
conda delle funzioni gli intervalli in cui sono definite le
funzioni inverse sono:

o = arcoseno r: —100° < a < 100°
. = arcocoseno s: 0° < a < 200°
a = arcotangente v: —100° < a < 100°

® Cio significa che la funzione inversa arcoseno r re-
stituira sempre un valore compreso nell’intervallo
—100° = a = 100°. Questo deve essere inteso come
primo degli infiniti angoli il cui seno ¢ uguale a r. Gli
altri valori devono essere determinati tenendo conto
della periodicita della funzione seno e degli angoli as-
sociati. In modo analogo si procede per le altre fun-
zioni inverse.

I triangoli rettangoli: la costruzione alla base della defi-
nizione di tutte le funzioni goniometriche si traduce sem-
pre nella presenza di un triangolo rettangolo. Sicché pos-
siamo utilizzare le definizioni delle funzioni goniometri-
che per risolvere i triangoli rettangoli, secondo i seguenti
enunciati.

1. In ogni triangolo rettangolo la misura di un cateto &
uguale al prodotto dell’ipotenusa per il seno dell’ango-
lo acuto opposto a quel cateto.

2. In ogni triangolo rettangolo la misura di un cateto &
uguale al prodotto dell’ipotenusa per il coseno dell’an-
golo acuto adiacente a quel cateto.

3. In ogni triangolo rettangolo la misura dell’ipotenusa ¢
uguale al rapporto tra un cateto e il seno dell’angolo
acuto opposto a questo cateto; oppure ¢ uguale al rap-
porto tra un cateto e il coseno dell’angolo acuto adia-
cente a questo cateto.

4. In ogni triangolo rettangolo la misura di un cateto
¢ uguale al prodotto dell’altro cateto per la tangente
dell’angolo acuto opposto al primo cateto.

5. In ogni triangolo rettangolo la misura di un cateto &
uguale al prodotto dell’altro cateto per la cotangente
dell’angolo acuto adiacente al primo cateto.

Relazioni indipendenti: nell’ambito della goniometria
¢ possibile tradurre il teorema di Pitagora; esso assume la
seguente forma:

sen’ @ + cos’a = 1
Relazioni tra le funzioni goniometriche: combinan-

do le relazioni indipendenti della goniometria, & possibile
esprimere ciascuna funzione utilizzando le rimanenti:
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(sen ) (cos ) (tg @)
tga
sena = sen a +4/1-cos?a
+4/1+tg%a
1
cosa= =£41-sen’a cos a 5
Ty 1+tg°a
sen a +4/1—-cos?a
tga = U —

tg a
+4/1—-sen?a cosa &

® Queste relazioni permettono di calcolare il valore di
una funzione goniometrica di un angolo a quando si
conosca il valore di una qualunque altra funzione dello
stesso angolo.

Angoli associati: si definiscono angoli associati quegli
angoli per i quali le funzioni goniometriche presentano lo
stesso valore assoluto.

® [ principali angoli associati sono:
— a e il suo supplementare (200° — a);
— a e I’angolo che differisce di 200° (a — 200°);
— a e il suo esplementare (400° — a);
— a e il suo opposto (—a).

Relazioni tra i segni delle funzioni di angoli asso-
ciati: le relazioni tra le funzioni goniometriche di angoli
associati permettono il calcolo delle funzioni di qualun-
que angolo maggiore di 100 riducendolo al calcolo di una
funzione goniometrica relativa a un angolo appartenente
al primo quadrante (riduzione al primo quadrante).

® In relazione alla presenza di un angolo a nel II, nel IIT
o nel IV quadrante, le relazioni che permettono questo
calcolo, sono le seguenti:

Angolo a compreso nel II quadrante:

sen (200° — a) =sen @ tg (200°—a)=—-tga
cos (200°—a) = —cosa cotg (200° — a) = —cotg a
Angolo a compreso nel IIT quadrante:

sen (a —200° = —sena tg (a—200° =tga

cos (a —200° = —cosa cotg (a — 200°) = cotg a
Angolo a compreso nel IV quadrante:

sen (400°—a)=—sena tg (400°—a)=—tga
cos (400° — a) =cos a cotg (400° — a) = —cotg a
Angolo a negativo:

sen (—a)=—sena tg (—a)=-tga

cos (—a)=cosa cotg (—a) = —cotga

Le formule goniometriche: talvolta & necessario espri-
mere una funzione goniometrica di una combinazione di
angoli (per esempio @ + f o 2a) con funzioni goniometri-
che dei singoli angoli.
e Formule di addizione (combinazione a + B):
sen (a+ ) =sena - cos f + cos a * sen P
cos (@ + B) =cosa - cos B —sena - sen

tga+tgp
1—-tga-tgh
e Formule di softrazione (combinazione a — ):

tg (e + ) =

sen (a — ) =sena - cos p — cosa * sen
cos (@ —P) =cosa - cosp +sena - senf
tg(a—f)= 22"®F

1+tga-tgh

e Formule di duplicazione (combinazione 2a):
sen2a =2 - sen a cos a cos 2a = cos? a — sen’ a

2-tga

1-tg’a

e Formule di bisezione (combinazione a/2):

a 1—cosa a 1+cosa
sen —=*,/——— cos—=*% | ——
2 2 2 2
a 1—cosa
tg—=%£,/ ———
2 1+cosa
La proiezione di un segmento: se consideriamo un
segmento AB che forma un angolo o con una retta r-r, la

proiezione del segmento AB sulla retta r-r € costituita da
un altro segmento A’ B”.

® Proiezione = A'B’ = AB - cos a

La pendenza di una retta: se consideriamo una retta che
forma un angolo a rispetto a un piano orizzontale, si defi-
nisce pendenza di questa retta la tangente dell’angolo a:

p=tga

® Se consideriamo due punti A e O su questa retta e in-
dichiamo rispettivamente con d e con h le lunghezze
delle proiezioni di A e O prima sul piano orizzontale,
poi su uno verticale, la pendenza della retta puo essere
cosi scritta:

V2 piano orizzontale w
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UNITA A1 - ANGOLI E FUNZIONI GONIOMETRICHE

Calcolo e rappresentazione grafica
delle funzioni seno e coseno

DI COSA CI OCCUPIAMO

L'esercitazione ha lo scopo di preparare un foglio elet-
tronico predisposto per il calcolo dei valori delle fun-
zioni seno e coseno per gli angoli compresi nel primo
angolo giro con passo di 15° in 15°. Tali valori verranno
poi utilizzati per costruire il grafico di entrambe le fun-
zioni. Naturalmente la procedura potra essere utilizzata
allo stesso modo per diverse funzioni matematiche.

Supponiamo, dunque, di voler calcolare i valori e successi-
vamente di tracciare la rappresentazione grafica delle fun-
zioni goniometriche seno e coseno nell’intervallo 0°-360°.
Pensiamo poi di inserire le due rappresentazioni nello stes-
so diagramma, in modo da poterne apprezzare piu facil-
mente le rispettive caratteristiche a confronto. Fissati cosi
¢gli obiettivi da raggiungere con I’applicazione, analizziamo
la procedura da attivare.

Il primo passo ¢ quello di progettare ¢ impostare il lavo-
ro sul foglio; questa fase comprende:

® scelta dell’area del foglio su cui impostare il calcolo;

e definizione dei dati da trattare, cio¢ gli angoli dell’inter-
vallo 0°-360°;

formule da utilizzare nel calcolo dei valori delle funzioni;
® costruzione dei grafici.

TABELLA 1 Schema funzionale del foglio di calcolo

1. Preparazione del foglio
Essenzialmente, imposteremo il foglio con la seguente

struttura:

Aree del foglio Destinazione

Riga 2 Titolo della tabella
Riga 4 Etichette di ricordo
Colonna A Valori angolari da 0° a 360°

ColonneBe C Valori delle funzioni seno e coseno

Lo schema del foglio ¢ evidenziato nella »TABELLA 1. Possia-
mo ora entrare direttamente in ambiente Excel per modifi-
care, adattandola alle nostre necessita, la struttura predefi-
nita del foglio di calcolo.

¢ Note sulla barra multifunzione di Excel
Con la versione di Excel compresa nel pacchetto Microsoft
Office System 2007, ¢ stata introdotta, nella parte superio-
re dello schermo, la barra multifunzione (ribbon) che ha
sostituito tutti i menu a tendina presenti nelle precedenti
versioni del programma. Essa ¢ composta da varie schede e
contiene tutti i comandi e le configurazioni disponibili sot-
to forma di icone e di finestre di dialogo.

Nella barra multifunzione i comandi sono organizzati
in gruppi logici, a loro volta raccolti nelle schede, il cui

A B

1
4 Angoli Seno
5 0 Formula

per il calcolo del seno di 0
6 15 Formula

per il calcolo del seno di 15
7 30 Formula

per il calcolo del seno di 30
8 45 Formula

per il calcolo del seno di 45
9 60 Formula

per il calcolo del seno di 60

Coseno

Formula
per il calcolo del coseno di 0

Formula
per il calcolo del coseno di 15

Formula
per il calcolo del coseno di 30

Formula
per il calcolo del coseno di 45

Formula
per il calcolo del coseno di 60
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nome ¢ visibile nella parte superiore della barra (»FIGU-
RA A).

.
.

L tenuto delle rispettive colonne. Potremmo allora inserire
.

.

¢ Per ottimizzare lo spazio disponibile, alcune schede

.

.

direttamente il testo ANGOLI nella cella A4 (dopo averla
selezionata puntandola con il puntatore e premendo il ta-
vengono visualizzate solo quando vengono attivate de- sto sinistro del mouse), il testo SENO in B4 e COSENO in C4.

terminate funzioni. La prima scheda ¢ denominata Home;

essa ¢ sempre collocata a sinistra sullo schermo e contie-
. ne i seguenti gruppi logici di comandi: Appunti, Carattere,
. Allineamento, Numeri, Stili, Celle, Modifica. Nella »FIGURA A
+ sono stati cerchiati la linguetta della scheda Home e il suo
! gruppo Numeri.

¢ Formato numerico delle celle

Prima di procedere con la creazione del foglio elettronico ¢
necessario modificare il formato predefinito delle celle de-
stinate a contenere i dati del calcolo. In effetti la colonna
A, quella che conterra gli angoli, dovra essere predisposta
per numeri interi (cio¢ 0 cifre decimali), mentre le colonne
B e C, che dovranno contenere i valori delle funzioni seno
e coseno, dovranno visualizzare i valori con almeno 7 ci-
fre decimali, necessari per approssimare il calcolo in modo
adeguato.

Per apportare queste modifiche & necessario:

.

. ® Larghezza delle colonne utilizzate
* Come prima operazione, ci proponiamo di modificare la
- larghezza di tutte le celle appartenenti alle colonne A, B e

. C che utilizzeremo nel calcolo, con la seguente procedura
. (»FIGURA A):

.

selezionare la colonna A (come visto al punto preceden-

* ® selezionare direttamente le tre colonne A, B e C, pre- °
: te) e premere sulla piccola freccia in basso a destra del

mendo con il puntatore del mouse sui bottoni in cima

alle colonne stesse, con l’accorgimento di tenere pre-
muto, durante 1’operazione, il tasto Ctrl (posto in basso
e alla sinistra della tastiera); dopo I'operazione le tre co-
lonne cambieranno colore;

premere sul pulsante Formato nel gruppo Celle (scheda
Home) per fare scendere la tendina contenente i coman-

riquadro del gruppo Numeri (evidenziata in »FIGURA A).
Nella finestra di dialogo che appare, selezionare la voce
Numeri della lista Categoria alla sinistra della finestra, e
inserire 0 nella casella Posizioni decimali;

selezionare le colonne B e C e ripetere ’operazione so-
pra descritta, inserendo 7 nella casella Posizioni decimali.

di di formattazione delle celle;

® selezionare il comando Larghezza colonne... (i tre puntini
di sospensione preannunciano la successiva apertura di
una finestra di dialogo);

e nella finestra di dialogo che appare sostituire il valore
che appare (8,43) con il valore 10; immediatamente le
celle delle tre colonne assumeranno il nuovo valore per
la loro larghezza.

2. | dati da trattare: gli angoli

I dati del nostro calcolo sono gli angoli dell’intervallo 0°-
360°, con un passo di 15° in 15°, giudicato appropriato allo
scopo di fornire un grafico sufficientemente preciso; que-
sti valori troveranno posto nella colonna A a partire dalla
cella A5 (»TABELLA 1). Tuttavia & necessario subito ricordare
che Excel richiede, per il calcolo dei valori delle funzioni
goniometriche, un angolo espresso in radianti. E pertanto
necessario, prima di far eseguire il calcolo del valore del-

Seguendo lo schema della »TABELLA 1, si riservano la riga
2 all’inserimento del titolo del foglio e la riga 4 all’inse-
rimento delle etichette di testo, con le indicazioni del con-
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IGURA A La barra multifunzione di Excel; essa raccoglie tutti i comandi organizzati in schede. Nella figura si utilizza il comando Formato
el gruppo Celle per dimensionare la larghezza delle colonne selezionate A, B, C.
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FIGURA B Generazione automatica dei valori degli angoli dell'intervallo 0°-360° con il comando Riempimento-Serie.

la funzione, provvedere a trasformare gli angoli dai gradi
sessagesimali, che noi utilizzeremo come dati di partenza,
ai radianti. Per questo Excel possiede la funzione RADIAN-
TI( ), ma lo stesso risultato si otterrebbe utilizzando il coef-
ficiente di trasformazione 7/ 180.

Dunque, possiamo ora rendere attiva la cella AS per
introdurvi il valore 0 come primo valore angolare dell’in-
tervallo 0°-360°. Successivamente dovrebbero essere intro-
dotti manualmente, nelle celle sottostanti della colonna A
(A6,A7,...), gli altri angoli con passo 15° fino a 360°.

Tuttavia, cid sarebbe noioso e, fortunatamente, non ne-
cessario. In realta esiste un modo piu semplice e rapido per
creare automaticamente questo insieme di dati, con la se-
guente procedura:

e mantenere la A5 (in cui si & introdotto il valore 0) come
cella attiva;

e premere sul pulsante Riempimento del gruppo Modifica
(sul lato destro della scheda Home) per far scendere la
tendina con i comandi disponibili;

® selezionare il comando Serie...;

® nella finestra di dialogo che appare, effettuare le scelte
evidenziate con cerchi in »FIGURA B.

Una volta confermati con il pulsante OK i valori e le opzio-
ni, si osservera immediatamente il riempimento automati-
co delle celle sottostanti la cella di partenza (AS) con i va-
lori angolari aumentati di 15° in 15° fino a 360°.

3. Calcolo dei valori delle funzioni seno
e coseno

Ora portiamo il cursore nella cella BS, e successivamente
in quella adiacente CS5. In queste due celle si dovranno scri-

vere le formule, peraltro ovvie, che permettono il calcolo
dei valori delle funzioni seno e coseno dell’angolo conte-
nuto nella cella A5 della stessa riga (riga 5). Ricordando
che occorre trasformare i valori angolari in radianti, potre-
mo scrivere le seguenti formule:

Calcolo dei valori di seno e coseno

Formula Cella e descrizione

= SEN(RADIANTI(A5)) In B5 per calcolare il valore del seno
dell'angolo contenuto in A5

= COS(RADIANTI(A5)) In C5 per calcolare il valore del

coseno dell'angolo contenuto in A5

Una volta introdotte le formule precedenti nelle celle B5S
e C5 appariranno immediatamente i valori delle funzioni
seno e coseno a 0°, rispettivamente 0 e 1 (»FIGURA C).

Osserviamo che le formule contengono come argo-
mento un riferimento relativo alla cella A5 (in effetti
manca il prefisso $). Questo tipo di riferimento deve
essere letto nel senso che ci si riferisce al valore con-
tenuto nella cella della colonna A e sulla stessa riga
(la riga 5) che contiene le formule. Questa osserva-
zione ¢ molto importante per le successive operazio-
ni di copiatura.

11 passaggio successivo potrebbe essere quello di riscrivere
manualmente le stesse formule precedenti nelle celle D6 e
C6, con l'avvertenza di modificare il riferimento alla cel-
la A5 con quello alla cella A6 (calcolo di seno e coseno a
15°), ripetendo poi 'operazione fino alla riga che contiene
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MODULO A« LO STUDIO DELLE FIGURE PIANE

. LABORATORIO INFORMATICO

FIGURA C Menu di scelta rapida
(detto anche contestuale) attivabile

Farmule Dati Revisiong Visualizza & e o = EIZ!

Ordina

Inserisci commento

B O

- \a/l-

Formato celle...
Seleziona da elenco a discesa...

Definisci nome...

255
270
285
300
315

¢ il valore finale dell’intervallo angolare a cui si fa riferimen-
: to. Tuttavia anche in questo caso Excel ci mette a disposi-
- zione gli strumenti per eseguire questa operazione in modo
. pilt semplice e rapido con la seguente procedura:

* @ selezionare entrambe le celle B5 e C5 (puntandole te-
nendo premuto il tasto shift/maiuscole ) contenenti le
formule da copiare, che poi presenteranno un unico bor-
do nero e spesso;

® con il cursore del mouse posizionato all’interno di una
delle due celle appena selezionate, si preme il tasto de-
stro del mouse; immediatamente appare lateralmente
un menu denominato di scelta rapida (»FIGURA C);

® selezionare la voce Copia (vengono poste negli Appunti
le precedenti formule in BS e C5);

® selezionare il blocco rettangolare di celle comprese tra
la B6 e la C29 (prima puntare sulla B6, poi, tenendo
premuto il tasto shift/maiuscole , sulla C29);

ee o 000000 00000000000 00

% Collegamento ipertestuale...
330
245 MENU DI SCELTA RAPIDA |
360 (tasto destro del mouse)

: = [% % Numero - g lnserisci v | X v ‘%‘7' d
al tasto destro del mouse.

L =B |22 % o o &% Eiimina ~ | [§]~ 84~

L = iEE | @ 0 98 - E]Formato | @2

: G| Allineamento Mumeri [F} Celle Modifica

[ Je | =SEN(RADIANTI{AS)) v

! [ S | o | R DR S N e A

A LE FUNZIONI SENO E COSENO FORMULAIN-BS

: ANGOLI SENO COSENO

. 0 | o,0000000 1,0000000 |

. 15

[ 32 Arial -~ (10~ A" A7 B - o o B

. 60 G CEH-A-E- WA

: 75 CELLE-SELEZIONATE

. aﬂ Taglia

. 90 (gruppo B5:C5) :

[ 105

L 120 =Y (ﬂmom Incolla:

: 135

P 150 Incolla speciale... =

F 165 Inserisci...

P 180 Elimina...

: 195 Cancella contenuto

! 210 Eiltro »

® posizionando il cursore del mouse all’interno dell’area
appena selezionata,si torna a premere il tasto destro dello
stesso mouse per fare ricomparire il menu di scelta rapida;
® seclezionare l'icona Incolla Formule presente nella voce

Opzioni Incolla del menu contestuale.

Si notera immediatamente che le celle selezionate saranno
riempite con i valori delle funzioni seno e coseno relativi
agli angoli contenuti in corrispondenza della prima cella di
ciascuna riga (»FIGURA D).

L’operazione precedente poteva essere eseguita ancora
piu rapidamente utilizzando la maniglia di trascinamento
(»FGURA D) costituita da un piccolo quadratino nero posto
nell’angolo in basso a destra sul bordo dell’area seleziona-
ta. In effetti, dopo avere selezionato le celle B5 e C5 (pri-
mo punto precedente), basta selezionare questa maniglia e,
tenendo premuto il tasto sinistro del mouse, trascinare ver-
so il basso questa maniglia fino alla riga 29; rilasciando il
tasto si ottiene lo stesso risultato.
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